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М АТЕМ АТИЧНЕ МОДЕЛЮ ВАННЯ ТУРБУЛЕНТНИХ ПРИСТШ НИХ СТРУМЕНІВ  
НА Ш ОРСТКИХ ПОВЕРХНЯХ
Наведено результати математичного моделювання пристінних струменів, які розвива­
ються на плоскій поверхні з шорсткістю у  вигляді канавок квадратної форми, розташо­
ваних паралельно або перпендикулярно до напрямку формування струменя. Розрахунки 
виконано безітераційним скінченнорізницевим маршовим методом з другим порядком 
точності за обома координатами. Проведені зіставлення результатів розрахунків 
профілів швидкості в різних перерізах уздовж розвитку течії з експериментальними да­
ними.
О дним  з ефективних засобів керування примежовим шаром, що ш ироко застосовується 
в аерогідродинаміці, є примежові пристінні струмені. З математичної точки зору розрахунок 
цих течій  складає серйозну проблему, оскільки в практичних задачах їх необхідно розгляда­
ти  як турбулентні, а характеристики турбулентності значною  мірою залеж ать від геометрії 
притам анного пристінному струменю немонотонного профілю поздовж ньої складової осере- 
дненої ш видкості. Крім того, реальна обтічна поверхня, як правило, є ш орсткою , що в де­
яких випадках суттєво впливає на формування пристінної струменевої течії і повинно бути 
враховано в процесі побудови математичної моделі.
П ід час математичного моделю вання турбулентних стаціонарних нестисливих пристін­
них струменів, щ о розвиваю ться на шорстких поверхнях, ш орсткість розглядається у вигляді 
канавок квадратної форми, розташ ованих паралельно або перпендикулярно до напрямку ф о­
рм ування струменя. Обтічна поверхня вважається або плоскою, або поверхнею  циліндрично­
го тіла при вісесиметричному обтіканні останнього. Оскільки течія в пристінному струмені 
характеризується наявністю переважаю чого напрямку, для математичного моделю вання ви­
користана система рівнянь, що описую ть рух нестисливої рідини в наближ енні примеж ового 
шару, які після обезрозмірю вання набувають вигляду рівняння нерозривності:
де г= г/Ь = г„ /Ь+ у ; £  -  характерний розмір; гк-  радіус циліндричного тіла; у  -  у  /  Ь , х , у  -  
відповідно поздовж ня та нормальна осі декартової системи координат, пов 'язано ї з обтічною 
поверхнею ; її  = ?у/мн ; и , и -  проекції вектора швидкості на напрямки х і у  відповідно;
ї ї - с / и н ; х  = х / Ь ,  Яе^ = инЬ /V  -  число Рейнольдса; т = т/(рм ^); т -  напруж ення тертя; 
р -  густина; індекси: Н  -  значення на зовніш ній межі примежового шару; -  значення на 
поверхні, ї -турб ул ен тн и й .
В исокоеф ективний безітераційний метод розрахунку системи рівнянь (1)—(2), який ба­
зується на основі різницевої схеми з підвищ еними стабілізую чими властивостями, описано в 
роботі [ 1].
( 1)
рівняння руху в проекції на вісь х :
(2)
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О скільки профіль осередненої ш видкості для течії має складну форму, то для опису­
вання коеф іцієнта турбулентної в ’язкості для кожної з ділянок використовувалися спів­
віднош ення з роботи [ 1]:
для початкової ділянки
(3)
для струменевої і слідної ділянок
де к ,х ,Х , , х 2 -  коефіцієнти моделі; 8 -  товщ ина примежового ш ару або пристінного стру­
меня; £ -  довж ина ділянки зміш ування; т -  безрозмірне напруження тертя в околі стінки:
_ Г 1 + Ф,т| при Ф, > 0, 5 ф  ,
т = -І , ^  ч л Ф, = ------ — формпараметр К .К .Ф едяєвського; р  -  тиск;
[1/(1 -Ф .Л )  при Ф, < 0; 1 т н. сіх Р н И ’
т м, -  значення дотичного напруження тертя на поверхні; г\ = у / 5 ,  V, = у]х„ /р  -  динамічна
ш видкість; у + р / р ;  у = -  функція, яка враховує переміжність течії; Хст>ХСл “
емпіричні сталі моделі; 5 СТ і 8 СЛ -  товщ ини струменевої та слідної ділянок відповідно.
Для врахування шорсткості обтічної поверхні використовувалося м одиф іковане спів­
віднош ення (3) з роботи [2]:
де А у -  функція зсуву; індекс + -  значення, що відповідає “закону стінки” .
О скільки Дм -  міра динамічного впливу шорсткості обтічної поверхні, а в м одиф ікова­
ній моделі коефіцієнта турбулентної в ’язкості як характеристика впливу ш орсткості викори­
стовується функція зсуву А у , то необхідність мати співвіднош ення між Ду та  А и є важ ли­
вою. Ц е дозволяє переносити експериментальну інформацію про деформацію  профілю  
ш видкості під впливом шорсткості безпосередньо в модель ц , . А налітична функція
Ау+(Дм+) має такий вигляд [2]:
-  значення величини зсуву при виконанні умови
Н а рисунку показано результати порівняння числових розрахунків деяких пристінних 
турбулентних струменевих течій з експериментальними даними. Результати розрахунків (лі­
нія) пристінних струменів порівню ю ться з експериментальними даними А .О .Бондарця з ро­
боти [3] (коло).
Н а рисунках а, б наведено результати розрахунків затоплених пристінних струменів на 
гладкій та  ш орсткій пластині, що були експериментально досліджені А.О. Бондарцем  [3]. 
Е ксперим енти проведено у початковій, перехідній та основній зонах пристінного струменя, і
Іа -  и0 -  36,4м/с, т0 -  0; б -  и0 =  36,5 м/с, т0 = 0; в - и 0 = 42,5 м/с, т0 = 0,524; г -  н0 = 41,9м /с, /и0 = 0,51;
/ -х=0.0500 м; 2-х=0,0680 м; 3 -х=0,0925 м; 4 — дг=0,1258 м: 5 — дс=0,1710 м; б -х=0,2326 м; 7-.*=0,3164 м; 8 -  *=0,4303 м; 9 -  *=0,5852 м; 
10 -  *=0,7958; 11 -*=1,0823 м; л ін і ї  -  розрахунки; кола  -  експериментальні дані
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вони відповідаю ть середній швидкості в соплі и0 = 36,5 м/с, коефіцієнту супутності в перерізі 
видування струменя т0 =  0 та  висоті щілини сопла сі -  7 мм. Головною метою експеримен­
тальних досліджень А.О. Бондарця було дослідження характеристик пристінних струменів на 
шорстких поверхнях. Експериментальні дані (див. рисунок, а) відповідають затопленому при­
стінному струменю, що розвивається на гладкій пластині зі штучною ш орсткістю регулярної 
структури у вигляді поперечних (відносно напрямку течії) канавок квадратної форми з висо­
тою  ребра А = 1 мм (далі називатиметься поперечною шорсткістю). Результати розрахунків за ­
топленого пристінного струменя на пластині зі штучною шорсткістю регулярної структури у 
вигляді поздовжніх (відносно напрямку течії) канавок квадратної форми з висотою ребра 
А = 1 мм (далі називатиметься поздовжньою шорсткістю) наведено на рисунку б.
Д ля наведених на рисунках а, б порівнянь досягнуто задовільну відповідність розраху­
нкових і експериментальних розподілів швидкості. Ц е доводить працездатність використаної 
модифікації Є .О .Ш квара для врахування шорсткості обтічної поверхні в процесі м оделю ­
вання пристінних затоплених струменів [2].
Результати розрахунків турбулентних пристінних струменів, що розвиваю ться на плас­
тині з поздовж ньою  ш орсткістю  в умовах відсутності градієнта тиску наведено на рисунку в. 
Експерименти з даного виду течії відповідаю ть середній швидкості в соплі и0 = 4 2 . ..50м/с, 
коефіцієнту супутності в перерізі видування струменя т0 = 0,48.. 0,50 та  висоті щ ілини соп­
ла (і = 7 і 15 мм [3].
Н а рисунку г  наведено результати розрахунків турбулентних пристінних струменів, що 
розвиваю ться на пластині з поперечною  шорсткістю в умовах відсутності градієнта тиску 
Експерим енти з даного виду течії відповідаю ть середній ш видкості в соплі и0 = 42 50 м/с,
коефіцієнту супутності в перерізі видування струменя т0 = 0,48.„0,665 та висоті щ ілини со­
пла (і = 7 і 15 мм [3]. В они проводилися з метою дослідження впливу коефіцієнта супутнос­
ті та висоти сопла на аеродинамічні характеристики пристінного струменя на ш орсткій пове­
рхні.
Для всіх розглянутих випадків отримано задовільну збіж ність результатів розрахунків з 
даними відповідних експериментів.
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